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Анотація. Проаналізовано основні положення математичного моделювання робочих процесів, 
що відбуваються під час увімкнення зчеплення. Запропоновано підхід, на основі якого можлива 
реалізація математичного моделювання роботи автоматичної системи керування зчепленням. 
Виконано імітаційне моделювання роботи автоматичної системи керування зчепленням. 
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Аннотация. Проанализированы основные положения математического моделирования рабо-
чих процессов, протекающих при включении сцепления. Предложен подход, на основе которого 
возможна реализация математического моделирования работы автоматической системы 
управления сцеплением. Выполнено имитационное моделирование работы автоматической 
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Abstract. The analysis of the provisions of the working processes simulation modeling in the vehicle 
transmission is performed. The mathematical models of transmission of momentum that arises in the en-
gine with the dependencies characterizing the process of motion of the vehicle are matched. The mathe-
matical model of the acceleration process of a vehicle, equipped with an automatic coupling control sys-
tem, is implemented. The results of modeling the operation of an automatic clutch control system during 
acceleration of a vehicle are obtained depending on the acceleration intensity. 
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Вступ 
 
Інтенсивний розвиток автомобільної проми-
словості різних країн світу надав змогу авто-
матизувати різні системи і механізми транс-

портного засобу (ТЗ). Однією з таких систем 
стала система керування процесом вмикання 
та вимикання зчеплення. Очевидно, що 
впровадження системи автоматизованого 
керування процесом вмикання або вимикан-
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ня зчеплення підвищує ергономічні власти-
вості транспортного засобу в цілому та зни-
жує втомленість водія, за рахунок скорочен-
ня часу вмикання/вимикання передач у коро-
бці передач, але в той же час автоматизація 
зчеплення ускладнила методики проектування 
зчеплення та його приводу, оскільки елек-
тронні складові автоматизованої системи ви-
магають окремих даних, що безпосередньо 
впливають на вибір раціональних способів 
реалізації закону вмикання/вимикання  
зчеплення.  
 

Мета і постановка завдання 
 
Оскільки під час моделювання автоматизо-
ваної системи керування процесом вмикан-
ня/вимикання зчеплення важливим є узго-
дження частоти обертання колінчастого вала 
двигуна та первинного вала коробки передач, 
за мету цього дослідження взято вибір раціо-
нального характеру зміни закону керування 
зчепленням з урахуванням величини натис-
кання на педаль газу водієм для досягнення 
раціонального прискорення транспортного 
засобу під час розгону або руху з місця на 
дорозі з ухилом. 
 
Як задачу дослідження обрано синтез матема-
тичної моделі автоматизованої системи керу-
вання процесом вмикання/вимикання зчеп-
лення, яка дозволить врахувати динамічні 
властивості транспортного засобу та інтенси-
вність натискання на педаль подачі палива.  
 

Аналіз публікацій 
 
У загальновідомій науково-технічній літера-
турі [1–8] відзначається, що система рівнянь, 
яка описує рух деталей двигуна внутрішньо-
го згоряння, може бути подана у вигляді за-
лежностей (1)–(4), виходячи зі схеми, зобра-
женої на рис. 1. 
 
Відповідно до схеми, зображеної на рис. 1, 
складемо рівняння моментів, з якого після 
перетворення нескладно отримати залеж-
ність (1). 
 

,e c e eM M I    (1) 
 

де eM  та cM  – відповідно момент двигуна 
та момент на ведених дисках зчеплення, Н∙м; 

eI  – інерційний момент елементів, що обер-
таються у двигуні, кг∙м2; e  – кутове приско-
рення маховика, м/с2. 
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Рис. 1. Розрахункова схема деталей двигуна, 

що обертаються 
 
Залежність (1) дозволяє на основі закону змі-
ни моментів eM  та cM  визначити кутове 
прискорення маховика як основного тіла 
двигуна внутрішнього згоряння, що оберта-
ється і безпосередньо контактує зі зчеплен-
ням, яке є елементом трансмісії транспортно-
го засобу. 
 
Момент двигуна внутрішнього згоряння за-
лежить від частоти обертання колінчастого 
вала двигуна внутрішнього згоряння та по-
ложення рейки подачі палива [4, 5]. Цю за-
лежність можна записати у вигляді (2) 
  ; ,e eM f n                            (2) 
 
де en  – частота обертання колінчастого вала 
двигуна, хв-1;   – ступінь натискання на пе-
даль подачі палива, %. 
 
У графічному вигляді залежність (2), напри-
клад, для дизеля з усережимним регулято-
ром, зображена на рис. 2. 
 

 
 
Рис. 2. Залежність моменту двигуна від час-

тоти обертання його колінчастого вала 
та положення педалі подачі палива 

 
Момент на ведених дисках зчеплення зале-
жить від нормального зусилля між поверх-
нями тертя, а напрямок зміни моменту зчеп-
лення визначається різницею швидкості  
обертання колінчастого вала двигуна та ма-
точини веденого диска [4, 5]. 
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   вдsign ,c eM f N     (3) 
 
де N  – нормальне зусилля між поверхнями 
тертя зчеплення, Н; вд  – кутова швидкість 
обертання веденого диска зчеплення, рад/с. 
 
Кутова швидкість обертання маховика дви-
гуна внутрішнього згоряння, а значить, і його 
колінчастого вала, визначається після інте-
грування величини кутового прискорення [4] 
за залежністю (4) 
 

e edt   ,                       (4) 
 
де e  – кутова швидкість обертання махови-
ка двигуна, рад/с. 
 
Для визначення кутової швидкості обертання 
веденого диска зчеплення вд  необхідно 
скласти рівняння моментів згідно зі схемою, 
зображеною на рис. 3, та визначити кутове 
прискорення ведених деталей зчеплення піс-
ля відповідних перетворень. 
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вд
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Рис. 3. Розрахункова схема деталей зчеплен-

ня, що обертаються 
 
Залежність для визначення кутового приско-
рення, за аналогією до залежності (1), запи-
сується у вигляді [4, 5] 
 

вд вд ,c dM M I    (5) 
 
де dM  – момент на деталях демпфера зчеп-
лення, Н∙м; вдI  – інерційний момент ведених 
деталей зчеплення, кг∙м2; вд  – кутове при-
скорення ведених деталей фрикційного зчеп-
лення, м/с2. 
 
Для визначення кутової швидкості веденого 
диска зчеплення необхідно виконати інтег-
рування величини кутового прискорення ве-
дених деталей зчеплення, використовуючи 
залежність (6) 

 

вд вд ,dt                            (6) 

де вд  – кутова швидкість обертання веде-
них деталей зчеплення, рад/с. 

 
Математичне моделювання  

автоматизованої системи  
керування зчепленням 

 
Під час моделювання автоматизованої сис-
теми керування зчепленням є важливим ви-
значення такого параметра як кут повороту 
первинного вала коробки передач ( a ). Для 
його визначення необхідно спочатку визна-
чити кут повороту колінчастого вала двигуна 
внутрішнього згоряння ( e ) та кут закручу-
вання демпфера ведених дисків зчеплення 
( вд ) за відповідними залежностями (7) та (8).  
 
Кут повороту колінчастого вала двигуна мо-
жна визначити за залежністю 

 

,e edt                              (7) 
 
де e  – кут повороту колінчастого вала дви-
гуна внутрішнього згоряння, рад. 
 
Кут закручування демпфера ведених дисків 
зчеплення визначимо за залежністю 

 

вд вд ,dt                              (8) 
 
де вд  – кут повороту веденого диска зчеп-
лення, рад. 
 
Після чого на основі динамічної схеми роз-
гону автомобіля з місця (рис. 4), за аналогією 
до залежностей (1) та (5), нескладно визна-
чити із залежності (9) кутове прискорення 
первинного вала коробки передач 

 
a ad aM M I   ,                   (9) 

 
де aM  – момент на первинному валу короб-
ки передач, Н∙м; aI  – інерційний момент, що 
діє на первинний вал ступінчастої коробки 
передач і до якого приведено масу транспор-
тного засобу, кг∙м2; a  – кутове прискорення 
первинного вала коробки передач, м/с2. 
 
У складі рівнянь (5) та (9) наявний момент на 
деталях демпфера зчеплення, який можна 
визначити із залежності (10), яка базується 
на жорсткості пружин демпфера та коефі-
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цієнті в’язкості демпфірування, відповідно 
до схеми, зображеної на рис. 4. 
 

Md Ma a

a

MdMd

cd

bd

Ia

 
 
Рис. 4. Розрахункова схема для визначення 

кута повороту первинного вала ступене-
вої коробки передач 

    вд вдd d a d aM C b        ,   (10) 
 
де dC  – крутильна жорсткість демпфера кру-
тильних коливань, Н·м/рад; db  – коефіцієнт 
в’язкості демпфірування, Н·м·с; a  – кутова 
швидкість обертання первинного вала короб-
ки передач, рад/с. 
 
Жорсткість пружин демпфера ( dC ) склада-
ється з жорсткості пружин та жорсткості жор-
сткого упору в обмежувальних штифтах.  
 
Кутову швидкість обертання первинного ва-
ла коробки передач ( a ) можна визначити із 
залежності (11), якщо виконати інтегрування 
кутового прискорення ( a ) первинного вала 
коробки передач 
 

a adt   ,                        (11) 
 
а кут повороту первинного вала коробки пе-
редач може бути визначений із залежності 
(12), за аналогією до залежностей (7) та (8) 
 

a adt   .                      (12) 
 
У залежності (9) момент на первинному валу 
коробки передач може бути визначений із 
залежності (13) на основі рівняння моменту 
опору дороги та моменту опору повітрю, які 
можна визначити відповідно із залежностей 
(14) та (17), якщо врахувати залежності (15), 
(16) та (18).  
 

a wM M M  ,                  ( 13) 
 
де M  – момент опору дороги, Н∙м; 

wM  – момент опору повітря, Н∙м. 

Момент опору дороги можна визначити із 
залежності 
 

0

d

ikp

P r
M

u u

  ,                      (14) 

 
де P  – сила опору дороги, Н; dr  – динаміч-

ний радіус кочення колеса, м; 0u  – переда-
точне число головної передачі; ikpu  – переда-
точне число відповідної передачі коробки  
передач. 
 
Силу опору дороги визначимо із залежності 
  a aP G sign V    , (15) 
 
де aG  – вага транспортного засобу, Н;   – 
сумарний коефіцієнт опору дороги; aV  – 
швидкість руху транспортного засобу, м/с. 
 
Для визначення швидкості руху автомобіля 
використаємо залежність виду 
 

0

a d
a

ikp

rV
u u
   .                      (16) 

 
Момент опору повітря визначимо, викорис-
тавши залежність 

 

0

w d
w

ikp

P rM
u u

  .                     (17) 

 
Сила опору повітря в рівнянні (17) може бу-
ти обчислену із залежності (18), якщо враху-
вати обчислену швидкість руху транспортно-
го засобу, визначена за залежністю (16) 
 

2
в

1
2w x a aP C F V    , (18) 

 
де xC  – безрозмірний коефіцієнт повної  
аеродинамічної сили транспортного засобу; 

в  – щільність повітря, кг/м3; aF  – площа 
лобового опору транспортного засобу, м2. 
 
Для реалізації будь-якого закону керування 
зчепленням необхідно знати прискорення 
транспортного засобу під час розгону на від-
повідній передачі, яке може бути визначене 
шляхом диференціювання залежності (16) 
 

.a
a

dVj
dt

                         (19) 
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На основі цього закону, з метою адаптації 
темпу ввімкнення зчеплення під бажання во-
дія, у системі керування можна використати 
інтегрально-диференційний регулятор (ПІД-
регулятор). Структура такого регулятора 
(рис. 5) включає три канали, які корегують 
похибку регулювання (  ).  
 
Завдяки керуючому впливу регулятор має за 
мету довести похибку регулювання ( ) до 
нуля. Похибка регулювання (  ) може бути 
визначена як різниця між бажаним (еталон-
ним) прискоренням ( ej ) та реальним приско-
ренням ( aj ) транспортного засобу, значення 
якого нескладно отримати за допомогою за-
лежності (19). 
 

 
Рис. 5. Структурна схема використання ПІД-

регулятора 
 
Бажане (еталонне) прискорення ( ej ) визна-
чимо із залежності 
 

max

100
e

e
jj  ,                           (20) 

 
де max

ej  – максимально можливе бажане (ета-
лонне) прискорення транспортного засобу на 
відповідній передачі, м/с2. 
 
Максимально можливе бажане (еталонне) 
прискорення нескладно визначити з тягового 
розрахунку, використавши графік приско-
рень на відповідних передачах. Досвід вико-
нання таких розрахунків показує, що, напри-
клад, для вантажних автомобілів значення 
прискорення max

ej  на першій передачі, за  
максимальної подачі палива ( =100 %), мо-
же бути взято рівним 1,5 м/с2.  
 
Мінімізація, яку дозволяє робити інтеграль-
но-диференційний регулятор, дозволяє сфо-
рмувати раціональний керуючий вплив на 
об’єкт керування (зчеплення) під час вми-
кання або перемикання передач. 
 
Реалізація ПІД-регулятора в математичній 
моделі системи керування зчепленням, яку 
запропоновано, відображена стандартним 
блоком PID, який входить до складу бібліо-
теки Simulink (рис. 6). 
 
 

 

 
 

Рис. 6. Реалізація математичної моделі рушання автомобіля з місця у середовищі Simulink  
пакета MATLAB 
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Блок ПІД-регулятора має поле для налашту-
вання кожного каналу. Першим налаштову-
ється пропорційний канал для забезпечення 
виходу реального прискорення до заданого 
еталонного значення. Наступним налаштову-
ється інтегральний канал, який реагує на 
швидкість наростання прискорення. Остан-
нім налаштовується диференційний канал, 
який забезпечує зменшення коливань під час 
процесу регулювання. 
 
У результаті моделювання системи керуван-
ня зчепленням, найкращого результату вда-
лося досягти за таких коефіцієнтів ПІД-
регулятора: пропорційний канал (Kp) – 0,8, 
інтегральний (Ku) – 0,3, диференційний  
(Kd) – 0,5. 
 
Під час моделювання якість роботи системи 
оцінювалась за такими показниками: реальне 
прискорення автомобіля, значення стрибко-
вої зміни прискорення (під час роботи ре-
лейного виконавчого пристрою), відсутність 
критичного зменшення обертів колінчастого 
вала та характер зміни частот колінчастого 
вала двигуна та первинного вала коробки 
передач. Під час роботи релейного виконав-
чого привода відбувається інтенсивна зміна 
положення штока керування зчепленням, 
оскільки система є релейною. Це призводить 
до стрибкоподібної зміни прискорення авто-

мобіля, яку може відчувати водій під час ке-
рування транспортним засобом.  
Під час аналізу характеру зміни частот обер-
тання колінчастого вала двигуна та первин-
ного вала коробки передач контролювалось 
критичне зниження частоти обертання колін-
частого вала двигуна, яке не повинно бути 
нижчим, ніж частота обертання, що відпові-
дає холостому ходу (600 об./хв).  
 
Крім того, бажано, щоб не було великої різ-
ниці між обертаннями колінчастого вала 
двигуна і первинного вала коробки передач. 
Як видно з рис. 7, зазначені умови викону-
ються, а прискорення автомобіля змінюється 
пропорційно ступеню натискання на педаль 
газу (рис. 8), що свідчить про адаптивні влас-
тивості системи керування.  
 
Під час аналізу динаміки зміни прискорення 
транспортного засобу за різних положень 
педалі газу (рис. 8) видно невелику похибку 
під час реалізації закону керування зчеплен-
ням за залежностями (19) та (20). Стрибки 
прискорення, що пояснюються релейною 
роботою виконавчого привода зчеплення, 
знаходяться в межах допустимих значень 
відповідно до формули (21), яку запропоно-
вано в роботі [9]. Таким чином, стрибки при-
скорення не будуть відчуватись водієм під 
час рушання транспортного засобу з місця. 
Періодичні перемикання пов’язані з регулю-
вальною дією системи керування. 
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Рис. 7. Зміна частоти обертання колінчастого вала та первинного вала коробки передач  

залежно від часу за різних темпів натискання на педаль газу 
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Рис. 8. Залежність швидкості руху транспортного засобу від часу за різних темпів натискання 

на педаль газу 
 
Загалом слід відзначити стійку роботу сис-
теми керування, відсутність глибоких прова-
лів у частоті обертання колінчастого вала 
двигуна, відносно невеликі коливання при-
скорення під час керуючих дій та можливість 
системи керування пристосовуватися до змі-
ни темпу розгону та опору руху транспорт-
ного засобу.  
 
Також слід зазначити, що система керування 
має резерви для покращення роботи. Напри-
клад, подальшого розвитку потребує питання 
фільтрації сигналів від датчиків частоти  
обертання. 

 
Висновки 

 
Виконаний синтез математичної моделі авто-
матизованої системи керування процесом 
вмикання/вимикання зчеплення дозволяє вра-
хувати динамічні властивості транспортного 
засобу та інтенсивність натискання на педаль 
подачі палива, що більш ніж на 10 % підви-
щує точність розрахунків порівняно з резуль-
татами експериментальних досліджень. 
 
Запропонована структурна схема викорис-
тання ПІД-регулятора дозволяє виконати імі-
таційне моделювання процесу вмикання/ ви-
микання зчеплення на рівні, що забезпечу-
ється алгоритмом керування зчепленням. 
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