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Введение 
 
В развитых государствах при проектирова-
нии современных мостов, кроме основных 
функциональных характеристик, особое 
внимание уделяют эстетике нового сооруже-
ния. В связи с этим среди мостов особую по-
пулярность имеют вантовые мосты стиля 

арфы. Массовое строительство таких мостов 
началось в прошлом веке, и созданные со-
оружения являются своеобразной визитной 
карточкой многих городов мира. Конструк-
ция вантовых мостов стиля арфы в той или 
иной степени напоминает одноименный му-
зыкальный инструмент, основное сходство с 
которым придают наклонные канаты (ванты) 
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и опорные конструкции (пилоны). Пролетное 
строение не имеет значительных отличий от 
аналогичных частей мостов других типов. 
Единственным заметным отличием пролет-
ных строений вантовых мостов является 
наличие в них мест крепления вантов. В оте-
чественном мостостроении существует клас-
сическая схема вантового моста, которая ре-
ализована в нескольких системах, уже став-
ших типовыми. Первым сооружением из 
этой серии стал вантовый мост северного 
мостового перехода через реку Днепр в 
г. Киев (рис. 1).  
 

 
 

Рис. 1. Вантовый мост стиля арфы 
 
Изящная конструкция вантового моста стиля 
арфы имеет ряд недостатков, большая часть 
которых связана с использованием в качестве 
основных силовых элементов тросов (вантов) 
[1]. При проектировании и анализе прочно-
сти вантовых мостов этим элементам уделя-
ется особое внимание. 
 

Анализ публикаций 
 
Характеристики вантов [1] определяют не-
сущую способность и основные прочностные 
свойства всего моста. Поэтому оптимизация 
конструкции вантового моста непосред-
ственно касается исследований прочности 
этих элементов. Проблема в общей поста-
новке является нелинейной и остается до сих 
пор актуальной [2–10]. Обобщенный подход 
к решению задач прочности вантовых мостов 
заключается в использовании статистических 
методов [11–14]. Современные методы и 
средства исследования [1–5] ориентированы 
на эффективное рассмотрение задач систем-
ного анализа, линейного программирования 
и прочности рассматриваемой конструкции 
моста в трехмерной постановке, чему и по-
священа данная работа. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Целью работы является оптимизация кон-
струкции вантового моста стиля арфы.  

Объектом исследования является мост типо-
вой конструкции, представленной на рис. 1. 
Предметом исследования является структура 
моста, а именно две схемы размещения ван-
тов. Для решения проблемы необходимо ре-
шить задачи системного анализа, линейного 
программирования и статической прочности. 
 
Анализ системы и математическая модель 
 
Структуру вантового моста представим сле-
дующим образом 
 

S={DPS, PN, VТ, KS, NS},            (1) 
 
где DPS – характеристики дорожного полот-
на и пролетного строения; PN – свойства пи-
лона; VТ – параметры вантов; KS – описания 
прочих опорных элементов (колонн, стен); 
NS – граничные условия.  
 
В качестве упрощения рассматривается клас-
сический кусочно-линейный агрегат [2–6] с 
двумя наборами базовой структуры S [7, 8] от-
личие между которыми заключается в схеме 
размещения вантов VТ. Другой набор изме-
няемых параметров заключается в количе-
стве и типе опорных элементов KS и NS,  
которые не относятся к свойствам вантов и 
пилона. Задача оптимального проектирова-
ния [9] заключается в нахождении такого 
набора структуры S, которая обеспечивает 
наименьшие значения выходных характери-
стик Y при заданном ненулевом статическом 
воздействии Х и конкретных параметрах KS 
и NS  
 

Y ={, , },                        (2) 
 

где , ,  – множества напряжений, дефор-
маций и перемещений соответственно [10]. 
 
Задача оптимизации формулируется выраже-
нием 
 

y = min f(z(S), x),                   (3) 
 

где z(s) – состояние системы; f – функция 
выхода. Функция выхода f базируется на 
стандартных соотношениях теории упруго-
сти для определения характеристик статиче-
ской прочности [11–14].  
 
Функция перехода b определяется формулой  
 

B(х) = K-1(z) x,                   (4) 
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где K-1(z) – обратная матрица жесткости, ко-
торая определяется структурой S и текущим 
состоянием системы z. Функционал (4) явля-
ется системой линейных алгебраических 
уравнений, и его можно выразить в виде ка-
нонической задачи линейного программиро-
вания [15, 16] следующего вида 
  kij xj = yi ,                                      (5) 

 
где kij – компоненты матрицы k-1(z). 
 

Геометрические и расчетные модели  
 
Были построены две геометрические модели 
конструкции, которые показаны на рис. 2. На 
их основе были созданы серии расчетных 
моделей [17], информация о которых приве-
дена в табл. 1.  
 

 
 

а 

 
 

б 
 

Рис. 2. Геометрические модели 1 (а) и 2 (б) 
 

Таблица 1 Параметры расчетных моделей 
 

Модель Тип 
модели 

Количество 

узлов конечных 
элементов 

степеней 
свободы 

101 1 19101 54827 55628 
104 1 20416 59236 61110 
201 2 14404 41511 42341 
202 2 17453 50736 52012 
203 2 18783 54961 56271 
204 2 20029 58984 59949 

 
Для моделирования и расчетов использовал-
ся метод конечных элементов [12–14]. На  
рис. 3 показаны расчетные модели из 
табл. 1. Для анализа сходимости расчетов про-
ведены расчеты прочностных характеристик, 
результаты которых приведены в табл. 2. 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

 
д 

Рис. 3. Расчетные модели 101 (а), 104 (б), 201 (в), 
203 (г) и 204 (д) 
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Таблица 2 Расчетные значения 
 
Модель , м , %  , Па , %  , % 

201 275  1,7E8  0,2  
202 305 9,8 2,0E8 13,5 0,25 19 
203 320 4,8 2,1E8 3,3 0,26 4,4 

 
В соответствии с табл. 2 из величин относи-
тельной погрешности вычислений  видно, 
что дискретизация моделей 202 и 203 доста-
точна для обеспечения математической схо-
димости расчетов. Дальнейшие расчеты про-
водились на моделях 101, 104, 203, 204. 
 

Анализ расчетных данных и выбор  
оптимальной модели 

 
Для проведения расчетных исследований на 
основе моделей 101, 104, 203, 204 были по-
строены серии моделей, которые отличаются 
количеством и типом опорных элементов KS 
и NS. Информация об этих моделях приведе-
на в табл. 3.  

 
Таблица 3 Параметры расчетных моделей 

 

Модель База 
модели 

Количество KS и NS 
свободных 

опор 
шарни-

ров 
жестких 

опор 
1011 103 3 0 1 
1012 103 1 2 1 
1013 103 0 3 1 
1014 103 0 2 2 
1015 103 0 0 4 
1041 104 0 6 1 
1042 104 0 0 7 
2031 203 3 0 1 
2032 203 1 2 1 
2033 203 0 3 1 
2034 203 0 2 2 
2035 203 0 0 4 
2041 204 0 6 1 
2042 204 0 0 7 

 
Проведены серии расчетов прочностных ха-
рактеристик на моделях из табл. 3 при грави-
тационном нагружении. Результаты приве-
дены в табл. 4, 5 и на рис. 4–8. Учитывая 
упрощения, принятые при моделировании 
вантового моста, практическое применение 
имеет качественная оценка прочностных ха-
рактеристик. 
 
Анализ распределения напряжений показы-
вает, что наибольшие напряжения испыты-
вают металлические ванты VТ; второй по 

нагруженности конструкцией является желе-
зобетонный пилон PN. Пролетное строение 
DPS является наименее нагруженным. При 
этом напряжения в пилоне и пролетном 
строении на порядок меньше аналогичных 
величин в вантах (рис. 4). Такое соотноше-
ние напряжений между конструктивными 
элементами справедливо для всех расчетных 
моделей. Соответственно диаграммы напря-
жений имеют сходный вид, который показан на 
рис. 4, а, б. Из сравнения распределения 
напряжений моделей серий 1 и 2 (рис. 4, в, г) 
видно, что они разнятся наборами наиболее 
нагруженных вантов. Диаграммы напряже-
ний пилона и пролетного строения в моделях 
серий 1 и 2 являются сходными. Напряжения 
вантов в моделях серий 1 и 2 имеют следую-
щие отличия: в модели 1 наиболее нагруже-
ны средние и верхние ванты (рис. 4, в), а в 
модели 2 наибольшие напряжения в нижних 
и средних вантах (рис. 4, г). Отличия от этой 
зависимости имеет только модель 1031 – в 
ней наибольшие напряжения испытывают 
нижние и верхние ванты. 
 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 
 

Рис. 4. Распределение напряжений, модели 1041 
(а), 2041 (б), 1031 (в), 2031 (г) 
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Некоторые особенности распределения на-
пряжений имеются в моделях серии 2: в мо-
дели 2031 наиболее нагружены нижние ван-
ты; в модели 2032 нижние и средние ванты 
испытывают близкие по величинам напряже-
ния, а в моделях 2033–2035 наибольшую 
нагрузку имеют средние ванты. Распределе-
ние деформаций в целом сходно с распреде-
лением напряжений. На рис. 5–8 приведены 
распределения перемещений в конструкции.  

 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Распределение перемещений, модели 1011 (а) 
и 1012 (б) 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Распределение перемещений, модели 1031 
(а) и 1041 (б) 

 
Рис. 7. Распределение перемещений, модель 2042 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 8. Распределение перемещений, модели  
2033 (а), 2034 (б), 2035 (в) 

 
Модели 1011 и 2301 имеют граничные усло-
вия NS в виде жесткой опоры основания пи-
лона и свободных опор в остальной части 
конструкции. Соответственно распределение 
перемещений в этих моделях имеет сходный 
вид и показан на рис. 5, а. Максимальные 
перемещения имеет наиболее длинный сво-
бодный конец. 
 
На рис. 5, б, 6–8 максимальные перемещения 
пролетного строения DPS находятся на более 
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длинной стороне между наиболее удаленным 
от пилона местом крепления вантов и кон-
цом пролетного строения, а наименьшие – 
возле пилона PN и на концах пролетного 
строения DPS. Диаграммы перемещений в 
моделях 1012 и 1032 сходны и показаны на 
рис. 5 (б). В моделях серии 1 распределение 
перемещений моделей 1013, 1014, 1015 прак-
тически идентично и показано на рис. 6 (а). 
Для аналогичных моделей серии 2 распреде-
ление перемещений имеет небольшие отли-
чия в соотношениях максимальных и мини-
мальных значений и показано на рис. 8. Рас-
пределение перемещений у моделей с базой 
104 и 204 практически не зависит от типа 
граничных условий NS (шарнирное у моде-
лей 1041, 2041 и жесткая опора для моделей 
1042, 2042). Поэтому для них приведены 
только две диаграммы перемещений. Диа-
грамма перемещений на рис. 6 (б) аналогич-
на для модели 1042, а соотношение переме-
щений на рис. 7 справедливо для моделей 
2041 и 2042.  
 
В табл. 4 и 5 приведены результаты расчетов 
выходных характеристик Y для вант VТ: мак-
симальных величин перемещений , напря-
жений  и деформаций  для рассматривае-
мых моделей при гравитационной нагрузке. 
Величина  является относительным откло-
нением значений ,  и  у моделей серии 2 
от аналогичных величин моделей серии 1.  

 
Таблица 4 Расчетные значения VТ 

 

Модель , м , %  , Па , %  , % 

1011 327 0,00 2,2E8 0,00 0,275 0,00 
1012 3,01 0,00 4,8E7 0,00 0,03 0,00 
1013 1,99 0,00 3,2E7 0,00 0,013 0,00 
1014 1,9 0,00 3,3E7 0,00 0,027 0,00 
1015 1,8 0,00 3,1E7 0,00 0,023 0,00 
2031 320 2,3 2,1E8 8,3 0,257 7,3 
2032 2,87 4,8 5,4E7 -12,1 0,033 -8,6 
2033 1,23 62,1 4,9E7 -34,5 0,014 -9,2 
2034 1,13 68,4 4,9E7 -32,9 0,019 40,9 
2035 0,96 86,8 4,4E7 -28,4 0,016 44,8 

 
Таблица 5 Расчетные значения VТ 

 

Модель , м , %  , Па , %  , % 
1041 1,98 0,0 3,64E7 0,0 0,015 0,0 
1042 1,83 0,0 3,59E7 0,0 0,013 0,0 
2041 1,30 52,4 4,69E7 -22,4 0,013 16,0 
2042 0,95 93,0 4,45E7 -19,3 0,011 21,1 

Из сравнения распределения перемещений 
моделей серий 1 и 2 видно, что у моделей 
серии 1 ванты VТ имеют большие значения 
перемещений (провисания), чем у моделей 
серии 2 при одинаковых граничных условиях 
NS. Для моделей 1013, 1014, 1015, 1041, 
1042, 2033, 2034, 2035, 2041, 2042 макси-
мальные перемещения (провисания) вантов 
VТ примерно в два раза больше максималь-
ных перемещений (прогибов) пролетного 
строения DPS. Наибольшие перемещения 
имеют наиболее длинные ванты.  
 
Напряжения вантов у моделей серии 2  
больше аналогичных у моделей серии 1  
(табл. 4, 5).  
 
В табл. 6 и 7 приведены результаты расчетов 
выходных характеристик Y для пилона PN и 
пролетного строения DPS на моделях 1041 и 
2041. Расположение точек снятия значений , ,  выбрано исходя из экстремальных зна-
чений ,  и приведено на рис. 9.  

 

 
 

Рис. 9. Точки определения выходных параметров 
 

Таблица 6 Расчетные значения PN 
 
Модель 
/точка , м , %  , Па , %  ,% 

1041/1 0,43 0 5,25E2 0 2E-6 0 
1041/2 0,42 0 4,92E3 0 6E-6 0 
1041/3 0,39 0 8,68E4 0 2,8E-4 0 
1041/4 0,33 0 3,39E5 0 1,3E-3 0 
1041/5 0,13 0 4,72E5 0 1,3E-3 0 
1041/6 0,04 0 1,69E5 0 1,4E-3 0 
1041/7 0,01 0 6,00E5 0 1,4E-3 0 
1041/8 0 0 4,26E5 0 1,2E-3 0 
2041/1 0,38 14 4,54E2 16 3E-6 -33 
2041/2 0,37 15 1,53E4 -68 2E-5 -70 
2041/3 0,33 16 1,57E5 -45 2,8E-4 0 
2041/4 0,28 20 4,94E5 -31 1,6E-3 -19 
2041/5 0,1 31 5,27E5 -10 1,4E-3 -7 
2041/6 0,04 1 1,87E5 -10 1,6E-3 -17 
2041/7 0,02 -57 6,37E5 -6 1,8E-3 -19 
2041/8 0 - 4,30E5 -1 1,3E-3 -7 
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Из табл. 6 видно, что соотношения выходных 
характеристик Y для пилона PN у моделей 
серий 1 и 2 аналогичны приведенному выше  
описанию для значений в вантах VТ. 
 

Таблица 7 Расчетные значения DPS 
 
Модель 
/точка , м , %  , Па , %  ,% 

1041/11 0,08 0 7,35E6 0 1,00E-4 0,18 
1041/12 0,05 0 2,09E5 0 2,18E-3 0,05 
1041/13 0,48 0 4,94E6 0 7,33E-4 0,48 
1041/14 0,84 0 8,28E6 0 9,40E-4 0,84 
1041/15 1,02 0 7,31E6 0 6,49E-4 1,02 
1041/16 0,06 0 3,01E5 0 4,69E-3 0,05 
2041/11 0,08 0 6,72E6 9 1,36E-4 -26 
2041/12 0,05 -2 2,27E5 -8 2,05E-3 6 
2041/13 0,46 3 4,13E6 20 5,85E-4 25 
2041/14 0,73 15 7,35E6 13 8,79E-4 7 
2041/15 0,81 26 6,81E6 7 5,85E-4 11 
2041/16 0,07 -30 2,65E5 14 4,23E-3 11 

 
В табл. 7 большая часть значений переме-
щений, напряжений и деформаций модели 
серии 2 меньше аналогичных у модели се-
рии 1. Исключение составляют точки, в ко-
торых значения перемещений, напряжений 
или деформация  наименьшие. Поэтому ука-
занное исключение связано с погрешностью 
определения малых величин по сравнению с  
экстремальными выходными значениями 
перемещений , напряжений  и деформа-
ций  по всей конструкции вантового моста. 
 

Выводы 
 

С точки зрения напряженно-деформиро-
ванного состояния вантов и пилона, опти-
мальными являются модели серии 1. При 
этом перемещения (провисания) вантов у 
модели серии 2 меньшие, чем для серии 1. С 
точки зрения минимизации перемещений, 
напряжений и деформаций пролетного строе-
ния, оптимальными являются модели серии 2.  
 
Для оптимизации на основе анализа статиче-
ской прочности вантового моста достаточно 
рассмотрения основного пролетного строе-
ния. Учет остальной части моста, которая 
опирается исключительно на колонны (моде-
ли 104 и 204), не дает качественно другое 
распределение выходных характеристик, по-
этому не является обязательным.  
 

Для вантового моста стиля арфы значения 
напряжений и перемещений при шарнирных 
опорах больше, чем при жестких опорах. 
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